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Copulas: Definition

Definition
Eine n-dimensionale Copula ist eine Funktion C : [0, 1]n → [0, 1] mit folgenden Eigenschaften:

C(u1, . . . , un) = 0 falls mindestens ein ui = 0,

C(u1, . . . , un) = ui falls uj = 1 für alle j 6= i,

C ist n-monoton, d.h. für alle [a1, b1]× . . .× [an, bn] ⊂ [0, 1]n mit ai ≤ bi gilt∑
(ε1,...,εn)∈{0,1}n

(−1)ε1+...+εnC
(
ε1a1 + (1− ε1)b1, . . . , εnan + (1− εn)bn

)
≥ 0.

Anders ausgedrückt lautet obige Definition: Eine n-dimensionale Copula ist eine
Verteilungsfunktion auf [0, 1]n mit (auf [0, 1]) uniformen Randverteilungen.
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Copulas: Der Satz von Sklar

Satz (von Sklar)

Sei F eine n-dimensionale Verteilungsfunktion mit den Randverteilungen F1, . . . , Fn. Dann
existiert eine n-dimensionale Copula C, sodass für alle x1, . . . , xn ∈ R̄ gilt

F (x1, . . . , xn) = C(F1(x1), . . . , Fn(xn)). (1)

Sind alle Randverteilungen F1, . . . , Fn stetig, ist die Copula C eindeutig, anderenfalls ist sie nur
eindeutig auf Bild(F1)× . . .× Bild(Fn).

Umgekehrt gilt: Ist C eine n-dimensionale Copula, deren Definitionsbereich die Menge
Bild(F1)× . . .× Bild(Fn) enthält, und F1, . . . , Fn sind Verteilungsfunktionen, dann ist die in (1)
definierte Funktion F eine n-dimensionale Verteilungsfunktion mit Randverteilungen F1, . . . , Fn.

Korollar
Sei F eine n-dimensionale Verteilungsfunktion mit stetigen Randverteilungen F1, . . . , Fn und
Copula C (gemäß (1)) und bezeichne F−1

i die (Pseudo-)Inverse von Fi, i = 1, . . . , n. Dann gilt
für alle u1, . . . , un ∈ [0, 1]

C(u1, . . . , un) = F (F−1
1 (u1), . . . , F−1

n (un)).
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Copulas: Eigenschaften

Seien X1, . . . ,Xn stetige Zufallsvariablen mit Copula C, dann sind X1, . . . ,Xn genau dann
unabhängig, wenn C(u1, . . . , un) = u1 · . . . · un gilt.

Copulas sind invariant unter streng wachsenden Transformationen der Randverteilungen.

Bezeichnen F̄1, . . . , F̄n mit F̄i(x) = 1− Fi(x), die Rand-Überlebensfunktionen einer
n-dimensionalen Überlebensfunktion F̄ , dann existiert eine n-dimensionale Copula Ĉ,
Survival-Copula genannt, sodass für alle x1, . . . , xn ∈ R̄ gilt

F̄ (x1, . . . , xn) = Ĉ(F̄1(x1), . . . , F̄n(xn)).

Konvexkombinationen von Copulas sind Copulas.

Insbesondere gilt: Sei Ω eine reellwertige stetige Zufallsvariable mit parametrischer
Verteilungsfunktion Λβ (mit einem Parameter β) und ω eine Beobachtung der
Zufallsvariable. Außerdem sei {Cω} eine Familie von Copulas, dann ist

Ċβ(u1, . . . , un) =

∫
R
Cω(u1, . . . , un)dΛβ(ω)

eine Copula.
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Copulas: Abhängigkeitsmaße

Seien X und Y zwei stetige Zufallsvariablen mit Verteilungsfunktionen F und G und Copula C.

Dann ist der obere Tail-Abhängigkeitsparameter λU gegeben durch

λU = lim
t↗1

P (Y > G−1(t)|X > F−1(t)).

Der untere Tail-Abhängigkeitsparameter λL ist gegeben durch

λL = lim
t↘0

P (Y ≤ G−1(t)|X ≤ F−1(t)).

Kendalls tau von (X,Y ) ist gegeben durch

τ(X,Y ) = 4

∫ ∫
[0,1]2

C(u, v)dC(u, v)− 1.

Spearmans rho von (X,Y ) ist gegeben durch

ρS(X,Y ) = 12

∫ ∫
[0,1]2

uvdC(u, v)− 3 = 12

∫ ∫
[0,1]2

C(u, v)dudv − 3.
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Singular Mixture Copulas: Singuläre Copulas

Sei F eine stetige Verteilungsfunktion auf [0, 1] und sei α ∈ (0, 1) fest. Dann existiert eine stetige
Funktion G, die die Gleichung

αF (x) + (1− α)G(x) = x

für alle x ∈ [0, 1] erfüllt. Die Funktion G ist gegeben durch

G(x) =
x− αF (x)

1− α
.

Im Allgemeinen ist G keine Verteilungsfunktion. Unter gewissen Voraussetzungen an F ist G
jedoch eine Verteilungsfunktion.

Sei G ebenfalls eine Verteilungsfunktion. Sei X ∼ U [0, 1], I ∼ B(1, α), X und I stochastisch
unabhängig. Definiere die Zufallsvariable Y via

Y := I · F−1(X) + (1− I) ·G−1(X).

Dann ist Y ebenfalls stetig gleichverteilt auf [0, 1] und die Verteilungsfunktion von (X,Y ) ist die
singuläre Copula gegeben durch

CXY (x, y) = P (X ≤ x, Y ≤ y) = αmin(x, F (y)) + (1− α) min(x,G(y)).

Ist F eine stetige Verteilungsfunktion auf [0, 1], dann ist G genau dann eine stetige
Verteilungsfunktion auf [0, 1], wenn F ′(x) ≤ 1

α
für alle x ∈ [0, 1].
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Singular Mixture Copulas: Die Klasse Fα

Fα := {F : [0, 1]→ [0, 1] | F stetig, F (0) = 0, F (1) = 1, 0 ≤ F ′(x) ≤ 1
α
}

Seien F und G zwei Funktionen in Fα und θ ∈ [0, 1]. Dann gilt:
(i) F ·G ist in Fα/2.
(ii) θF + (1− θ)G ist in Fα.

Seien α und β zwei reelle Zahlen in [0, 1] mit α ≤ β, dann gilt Fβ ⊆ Fα.
Sei F eine Funktion in Fα und sei G gegeben durch

G(x) =
x− αF (x)

1− α
.

Dann ist G ein Element von F1−α.

Eine quadratische Funktion F ist genau dann in Fα, wenn F gegeben ist durch

F (x) = ax2 + (1− a)x

mit a ∈ [max(−1, 1− 1
α

),min(1, 1
α

)].
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Singular Mixture Copulas: Konstruktion

Betrachte eine Familie {Fω} von Verteilungsfunktionen, gegeben durch Fω(x) = ωx2 + (1− ω)x.
Sei 0 < α < 1

2
, dann ist Fω in Fα für alle ω ∈ [−1, 1]. Also ist die gemeinsame

Verteilungsfunktion von X ∼ U(0, 1) und

Y := I · F−1
ω (X) + (1− I) ·G−1

ω (X),

wobei

Gω(x) =
x− αFω(x)

1− α
= ω

α

1− α
(x− x2) + x,

eine Copula, C̃ω .
Sei Ω ∼ U(−θ, θ), dann ist die konvexe Summe von {C̃ω} gegeben durch

Cα,θ(x, y) =
α

2θ

∫ θ

−θ
min(x, Fω(y))dω +

1− α
2θ

∫ θ

−θ
min(x,Gω(y))dω

=



x , x ≤ −θ(y − y2) + y,
α
4θ

(
(x−y)2

y2−y +2θ(x+y)+θ2(y2−y)
)

+(1−α)x ,−θ(y−y2)+y < x < −θ α
1−α (y−y2)+y,

1
2

(
(x−y)2

2θ(y2−y)

(
(1−α)2

α
+α
)

+x+(1−αθ)y+αθy2
)

,−θ α
1−α (y−y2)+y≤ x ≤ θ α

1−α (y−y2)+y,

α
4θ

(
(x−y)2

y2−y +2θ(x+y)+θ2(y2−y)
)

+(1−α)y , θ α
1−α (y − y2) + y < x < θ(y − y2) + y,

y , x ≥ θ(y − y2) + y.
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Singular Mixture Copulas: Eigenschaften

Die Dichte der Copula Cα,θ ist gegeben durch

cα,θ(x, y) =



0 , x ≤ −θ(y − y2) + y,
α
2θ
y2−2yx+x
(y2−y)2

,−θ(y − y2) + y < x < −θ α
1−α (y − y2) + y,

1
2θ

(
(1−α)2

α
+ α

)
y2−2yx+x
(y2−y)2

,−θ α
1−α (y − y2) + y ≤ x ≤ θ α

1−α (y − y2) + y,

α
2θ
y2−2yx+x
(y2−y)2

, θ α
1−α (y − y2) + y < x < θ(y − y2) + y,

0 , x ≥ θ(y − y2) + y.

Für α > 1
2
erhält man die gleichen Copulas wie für α < 1

2
.

Die Copula Cα,θ hat einen oberen und unteren Tail-Abhängigkeitsparameter von

λU = λL = 1−
αθ

2
.

Kendalls tau und Spearmans rho der Copula Cα,θ sind gegeben durch

τα,θ = 1− αθ
1 + 4(α− 1)2

9(1− α)
und ρα,θ = 1−

αθ2

15(1− α)
.

Die Copula Cα,θ ist rotationssymmetrisch, d.h. es gilt Cα,θ = Ĉα,θ.
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Singular Mixture Copulas: Simulation

Simulation: Mit X ∼ U(0, 1), I ∼ B(1, α),Ω ∼ U(−θ, θ) ergibt sich die Darstellung

Y = I · F−1
Ω (X) + (1− I) ·G−1

Ω (X).
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Abbildung: Streudiagramm simulierter Punkte von Cα,θ mit α = 0.5, θ = 0.5 bzw. α = 0.3, θ = 0.7.
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Singular Mixture Copulas: Träger

0.5

1.0

0.5 1.0 x

y

c(x,y)

Abbildung: Träger und Dichte der SMC mit α = 1
3 und θ = 1.
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Anwendung

Halbtägliche Hochwasserpegel der Messstationen (a) Norderney und Spiekeroog bzw. (b)
Leuchtturm Alte Weser und Mellum zwischen Dezember 2005 und November 2006.
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Abbildung: Streudiagramm der Hochwasserpegel (in cm) der Messstationen (a) Norderney und Spiekeroog
bzw. (b) Leuchtturm Alte Weser und Mellum.
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Anwendung

Addiere U(− 1
2
, 1

2
)-verteiltes Rauschen zu den Daten, um Bindungen zu vermeiden.

Bilde eine Pseudo-Stichprobe zj über relative Ränge, d.h.

zj = (zj1, zj2) =

(
Rj1

n+ 1
,
Rj2

n+ 1

)
,

wobei Rji der Rank von xji unter (x1i, . . . , xni) ist und xji, j = 1, . . . , n, i = 1, 2 die
verrauschten Daten bezeichne.
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Abbildung: Streudiagramm der Pseudo-Stichproben.
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Anwendung

Schätze die Parameter über Maximierung einer penalisierten Log-Likelihood, um die Anzahl
der Pseudo-Stichprobenpunkte außerhalb des Trägers zu verringern.

Bem.: Punkte außerhalb des Trägers sprechen nicht automatisch gegen die Copula, da normalisierte
Ränge betrachtet werden.

Überprüfe die Anpassungsgüte mit Hilfe eines goodness-of-fit-Tests (Cramér-von
Mises-Statistik, T̂2 aus Berg(2009), vgl. auch Sn aus Genest et al(2009)).

Vergleiche mit p-Werten der t- und Gauß-Copula.

SMC Gauß t
Norderney/Spiekeroog 0.7352647 0.2357642 0.6503497
Leuchtturm Alte Weser/Mellum 0.6423576 0.1778222 0.6713287
Seemannshoeft/Stadersand 0.5164835 0.03696304 0.8211788
Hamburg Harburg/Hamburg St. Pauli 0.6403596 0.04095904 0.8421578

Tabelle: p-Werte
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Fazit und Ausblick

konvexe Summe einfacher singulärer Copulas

absolutstetig

nicht-elliptisch

Tail-Abhängigkeit

hohe Rangkorrelationen

einfach zu simulieren

Alternative zu Standardcopulas

Ausblick:

andere Mischverteilung, z.B. verallgemeinerte Beta-Verteilung

Mischung mit Rotationscopulas

dreidimensionale Erweiterung: X,Y und Z, mit X ∼ U(0, 1) und Y und Z sind gegeben
durch

Y := I · F−1
1 (X) + (1− I) ·G−1

1 (X) bzw. Z := J · F−1
2 (X) + (1− J) ·G−1

2 (X);

I und J sind zwei B(1, α) bzw. B(1, β)-verteilte Zufallsvariablen, und F−1
1 , F−1

2 , G−1
1 und

G−1
2 sind die Inversen der Verteilungsfunktionen F1, F2, G1 und G2.
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