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Einleitung ﬂ(“.

m Browne (1995)

Wertfunktion: Minimieren der Ruinwahrscheinlichkeit
Kontrollproblem: optimales Investment

Preisprozess der Aktie: Geometrische Brownsche Bewegung
Risikoreserveprozess: Wiener-Prozess

Optimale Anlagestrategie: unabhangig vom StartKkapital

a Hipp und Plum (2000)

m Kontrollproblem: optimales Investment
m Risikoreserveprozess: Lundberg
m Optimale Anlagestrategie: abhangig von Startkapital



Einleitung ﬂ(“.

a Schmidli (2002)

a Kontrollproblem: Optimales Investment und proportionale RV
m Risikoreserveprozess: Lundberg
m Optimale Anlagestrategie: abhangig von Startkapital

a Vogt (2003)

m Kontrollproblem: optimale RV



Motivation ﬂ(".

m Praxis: es gibt eine maximale Haftungsstrecke fir Rickversicherer
a Theorie:
m Existenz einer Lésung?

a Wertefunktion?
m Optimale Strategie?



Outline ﬂ(“.

Modell
Risikomodell



Risikomodell AT

m Risikoreserveprozess (Lundberg)

Xt = s+ ct — ZY

s: Startkapital

c: Prémienintensitat

Ni: Homogener Poisson-Prozess mit Intensitat A

Y;: Schadenshéhen, unabhangige identisch verteilte Zufalsvariablen.
Ny LY



Outline ﬂ(“.

Modell

Investment



Invetment ﬂ(".

m Investment: Preisprozess Z;

dZ; = aZdt + bZidWs, a,b > 0

m a: Drift
m b > 0: Diffusionsterm
a W;: Wienerprozess



Outline AT

Modell

Limitierte XL RV



Limiterte XL RV
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fly)

M: Prioritat
/ L: Limit
V=Y Yy

B

M M+L Y

® Die Risikoteilung wird durch g (Y, M, L) := Ygy = Y AM 4 (Y — M — L) " definiert.
® Rickversicherungspramien: h(M, L) = Ap f,c,HLl?(y) dy

® o: Sicherheitszuschlag

® F (y) =Pr(Y > y): Tailwahrscheinlichkeit



Kontrollierter Risikoreserveprozess ﬂ("'
Sei A; der Betrag der in die Aktie zum Zeitpunkt t investiert wird. Dann gilt:
t t t
XML — s ¢ ct—/o h(My, L) dv+/0 aAvdv+/O b2 A, dW,

Nt
= Y YiA Mz + (Y= My — L7)”
i=1
Der Ruinzeitpunkt
oM —inf{t>0: XM <o}

Ruinwahrscheinlichkeit
PAML (5) = Pr{TAML < oo}

m Zum Zeitpunkt t gilt die in t~ gewahlte Strategie.
a (A M, L) konnen vom Erstversicherer kontrolliert werden.
m Die Strategie (A, M, L) kann vom EV jederzeit neu gewahlt werden.



HJB-Gleichung AT

Alternativ zur Ruinwahrscheinlichkeit kann auch die Uberlebenswahrscheinlichkeit
SAML (5) = 1 — ML (g) = Pr{TAML _ Oo}

betrachtet werden. Fiir eine maximierende Wertfunktion V (s), lautet die HJB Gleichung
fir s > 0 wie folgt:

sup EA,M,L "4 (S) ; 0.
AM,L

Wobei

LamiV(s) 1e [v (X{"V’L) —V(s) | XAML = s]

!
L
hl\oh



HJB-Gleichung A“(IT

Fir den Risikoreserveprozess X/t gilt

o:ma{AE [5 (s— (YAM+(Y—M—L)+)) —5(3)}

+(c—h(M,L)+Aa)d (s) + %bzAz‘S" (S)}

Randbedingungen
mJ(s)=0 mit s<0
m J(c0)=1

man kann beweisen, dass ¢’ (s) > 0und ¢" (s) < 0. Wenn der
Uberschuss s = 0 ist,
A* (0) = .
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HJB-Gleichung und ihre Eigenschaften
Verifikationslemma
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Verifikationslemma ﬂ(".

Seien V (s) eine hinreichend glatte Losung der HIB mit V (s) fir s < 0
und V (c0) = 1 und (A*, M*, L*) der Minimierer der HJB. Dann gilt bei
einer beliebigen zulassigen dynamischen Rickversicherungsstrategie
(A, M, L) und dem zugehdrigen Risikoreserveprozess XML mit
XpML — s;

V(s)>PriXAML >0 firallet >0,
t

wobei die Gleichheit fir die optimale Strategie (A*, M*, L*) qilt.



Verifikationslemma ﬂ(".

Sei T* und 7 jeweils der Ruinzeitpunkt fir X (s + ¢, (A*, M*, L*), t) und
X (s, (A M,L),t). Sei Ay (t) = A(t) + €, 71 und & (s) sind

entsprechender Ruinzeitpunkt und Uberlebenswahrscheinlichkeit mit der
Strategie (A1, M, L) und dem Anfangskapital s + ¢. Wir haben

X (s4¢e (A, ML), t)=X(s,(AML),t)+e+ a’t+ bW (1),

2
Pr{ti <t} <exp (23 )

b2e

X(s+¢ (A, ML), t) — oo flr T = o0.



Verifikationslemma ﬂ(".

Nach Ito’s Formel,

E[6" (X)) = 6" (s+€) + E

tAT*

| bA” (%) dWs]

0

{6 (X}, ) } ist ein Martingal und {4 (Xin+, )} ist ein Supermartingal, also
E[0 (Xt )] < 0" (s+€) = E[0" (X)) furalle t > 0. Fir t — oo

0% (s+¢€) > Pr{T =o00and 1y = oo}

>0(s)—Pr{ty <1} >d(s)—exp <—i‘:§>

Mit e — Ohaben wir §* (s) > 6 (s).
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HJB-Gleichung und ihre Eigenschaften

Eigenschaft der HJB
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HJB-Gleichung ﬂ(".

Wenn §" (s) < 0, lautet die optimale Anlagestrategie folgendermaBen

/

fie a0 (s)
A (s)f—m.

Und Weil A*(0) =0 = 4" (0) = —co

Das optimale A ersetzen,
0= Snfff{(H %A(s) —h(M, L)) 5 (s)+AE [5 (sf (YAM+ (Y =M-1)")) 75(5)} } .

8" (s) 1

J (s)? %Mivrzf{/\E [6(s=(YAM+(Y=M=1)")) =6(s)| - (c=h(M.L))¢ (u)}
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HJB-Gleichung

integrieren

M

I(u) =i fL{A |:5(0)F(U+L)+

Y R
a A=Az undc:=c

wegen
ist die HJB-Gleichung

5 (s) = inf

u

J s 1 1\
6 (s)= 5./0 Wdu+m) .

/N
-

u u—‘M
/J(x)?(wx)dﬂ / 5’(x)F(ux+L)dx} (ch(M,L))é’(u)}.
“m 0

5(s)=1—/m5’(u)du,

{AEP(s)—o‘(s—(YAMHY—M-L)*)N }

c+ 3A(s) —h(M,L)
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HJB-Gleichung AT

Institut f Technologie.

Es gibt drei Méglichkeiten fir M* (s), wie das Infimum angenommen werden kann.

® M*(s) > s =Keine Riickversicherung.
B M*(s) = s = Normalengleichung ist wie folgt

’ f(S+ L)

6 (8)=0(0) =——=
P (9 =00 2o,
B M*(s) < s =Normalengleichung ist wie folgt

pd (s) =38 (s— M" (s))

s+L
oF(M+1)5 (s)=6(0)f(s+L)+ / §(s—y+L)f(y)dy
M+L
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HJB-Gleichung ﬂ(".
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| s

Il
IS4

w:inf{i/\,?(m }
0(0) 20\ c—ap [yF(y)ay )

Ist 6 (s) eine Lésung von HJB, so ist auch fiir jede Konstante a die Funktion ad (s) eine Losung. Zur
Vereinfachung verwende ich die Normierung V (0) = 1 und definiere

a=V(0)=inf {%}
0le—Apfo Fy)dy

Lemma 1. Angenommen es existiert eine Lésung V (s) fir die HJB-Gleichung auf einem Interval [0, 77) mit
1 > 0, dann existiert fir jedes feste p ein e sodass M* (s) = sfiir s < e.
Beweis erfolg durch Wiederspruch:

pV () =V (s=M(s))

Lemma 2. Angenommen es existiert eine Losung V (s) fir die HJB-Gleichung auf einem Interval [0, o),
dann M* (sp) < sp — sy + M* (s1) fiir sy < sp.
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QOutline

HJB-Gleichung und ihre Eigenschaften

Existenz einer Lésung
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Existenz einer LOsung ﬂ(".

Theorem
Angenommen F hat eine beschrédnkte Dichte, dann existiert eine > 0
und eine Funktion V (x)auf [0, €) welche die HJB-Gleichung ldst. Dariiber

hinaus gilt,V' (u) = V' (0) — iju o (\/u) firu— 0.

Proof: fUr kleine s erhalten wir mit lemma (1)
/ 1

1 1 T
2o in{A[F(HL)ﬂ‘O’ v’(z)/?(r_z)dz]_(c_h(r,L))v’(r)} dt+
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Beweis ﬂ(".

Re ={ke C[0,€]: Qe (k) < o0}, e <1 mit Norm
Qe (k) = sup KOk klw) ist ein Banachraum.

O<u<e
— . — a H H
Dy = {k €R:: k(0)= TROTO Qe [K] < M} ist ein
—V/(x2
Abgeschlossener Teilraum von Rc. definieren wir k (x) = 2 VX(X ) und

den Operator

Jo' g ot a
u
Jo grmdt+ 3

T (k) (u) =

Wobei

¢[k](r),2,\r/‘z(a rzk(zz))T:(z? Fz?)dzurzf{,\ﬂrzt‘” %(c h(lz‘L))(a rk(r))}
0

T (K) (u) bildet Dyjauf Dy, ab und ist eine Kontraktion.
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Existenz einer LOsung ﬂ(".

Theorem

Angenommen F hat eine beschrédnkte Dichte, dann existiert eine
eindeutige streng monoton fallende Lésung fiir die HJB-Gleichung
aufl0, c0).

Beweis.
Der Beweis dieses Lemmas ist analog zu dem Beweis von Satz 2 von
Schmidli 2002. O
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Numerische Lésung ﬂ(".

Lose:

0 = sup {AE[V(s)— V(s—g(X,M,L))
AM,L

—(c—h(M,L)+A) V' (s)+ %AZV” (s)}

mit A (S) = — \\//;/((SS)

Nl

Problem dabei: V" (0) = oo und numerische Methode somit nicht direkt
ansetzbar.
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Vorgehensweise fiir kleines Kapital AT

Ansatz:
Fir kleines s gilt M=s.
Far L > 0 ist somit das Gleichungssystem

 EV() = V(s—g(X,ML))]

Vi) = Ajn c+1/U(s) —h(M,L)
%U’(s) = c—h(sL)
+41/U(s) (A+;—ApF(s)— V,/\(S)/V/ (s—x)f(x) dx)
0
zu lésen.

Daraus ergeben sich die Strategien fir kleine Kapitalbereiche.
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Generelle Vorgehensweise ﬂ("'

Gegeben: V, V' V" M,L fur kleines Kapital.

m Setze V' (s+A)=V'(s) + AV (s)

m Setze V(s+A) = V(s) + AV’ (s), berechne M (s),L(s)
m Berechne

v +A 2
Vi (s+4) =3 In{E[V(s+4)~ V(s—&-A—g(g(S,M,z))}—(c—h(M,L)) VI(stA)}

m Wiederhole Obiges fiir den gesamten zu untersuchenden
Kapitalbereich [2 % A, ..., K x A]

a Normiere V (-) /V (K)

Problem dabei: Fir hinreichend gute Diskretisierungen wird der
Rechenaufwand sehr groB.

Frage: Gibt es alternative Lésungsmdoglichkeiten?
Rekursiver Ansatz kdnnte Abhilfe schaffen.
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Vereinfachung des Problems ﬂ("'

Zunéchst einmal Einschrédnkung des Problems auf die Berechnung von:

E[V(s—g(X,M L))

M
/V(s—x)f(x)dx
0

+ V(s—MP{M<X<M+L}

+

/V(s—x)f(x+L) dx
M
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Vereinfachung des Problems

= Y vik—i)p(i)

i=1
+ vik—m)pp(m< k <m+1)
+ i v(k—i)p(i+1)+o(h)

mtk=1,.Sm=0 .. M:I=1.°L

p()=P {(i—1)A < X < iA}

v (i) =V (ih)
pp(m<k<m+l)=P{mA <X < (m+1)A}
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Herleitung der Rekursion ﬂ(“'

c(k,l,m):= 'ifjov(k—i)p(i—i—l)

Dann gilt: c(k,l,m)=c(k-1,I+1,m-1)+v(k)*p(l)

...........

C(k) lasst sich aus C(k-1) ableiten, wobei die Elemente der ersten Spalte
(c(k,-,0)) und letzen Zeile (¢ (k, L, -)) von C(k) berechnet werden
mussen.
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Vergleich der ersten Ansatze ﬂ("'

Vorteil des rekursiven Ansatzes: Zahl der Rechenoperationen verringert
sich.

Nachteil des rekursiven Ansatzes: Auf Grund der Rekursion missen
immer alle Ruckversicherungsstrategien betrachtet werden und nicht nur,
wie im ersten Ansatz, alle zuldssigen (¢ > h(M, L)).

Ergebnis: Je nach Verteilung und Diskretisierung ist der rekursive Ansatz
schneller - wird fiir feinere Diskretisierungen aber wieder langsamer. Dies
ist auf die Einschrankung des ersten Algorithmus’ zuriickzufihren.

Gibt es einen weiteren Ansatz?
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Lokal optimale Methode ﬂ("'

Mischung der beiden Ansétze.
m Verwende zunéchst die Rekursion, so lange bis L < co.
m Verwende ab dann lokal optimales Verfahren:
Lege ein Band um L () und betrachte nur Limite in diesem Band oder
L = oo.
m Mit Lemma 2 ergibt sich Einschrédnkung fiir M
Dadurch wird die Anzahl der benétigten Rechenoperationen verringert.
Dieses Verfahren ist erwartungsgemaB schneller als die anderen beiden
Ansétze - es liefert allerdings nur lokal optimale Lésungen, da die
Stetigkeit des Limits vorrausgesetzt wird.



Paretoverteilung (1,3) AT
Aetc=1,p=3

Uberlebenswahrscheinlichkeit

U “keit; Paret i Prinzip
11 T T T T T T
1+
09
08
071
= Inv. + RV
06 Investment
= Ohne Inv., ohne RV
= Riickversicherung
05 L L L L L L L L L
0 0.5 1 15 2 2. 3 35 4 45 5

5
verfuigbares Kapital s
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Paretoverteilung (1,3)

Optimales Investment

Optimales Investment; Pareto-Verteilung;EW Prinzip

25

20
151

1
051

= Inv. + RV
Investment
0 . . . .
0 0.5 1 2 45 5

15 25 1‘! 35 4
verfugbares Kapital s

KIT

Karlsruher Institut fur Technologie
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Paretoverteilung (1,3) ﬂ("'

Institut f Technologie.

Optimale Ruckversicherungsstrategie

Strategie; Pareto-Verteilung;EW Prinzip

= Inv. +RV
Riickversicherung

0 0.5 1

15 é 2‘5 1‘! 35 -‘t 4‘.5 5
verfuigbares Kapital s



Exponentialverteilung

A=1c=2p=3a=b=1p=1

Hazard Rate;Mischung von Rayleight Und Exp und Farsto-Verteiung,

0 L i H i H
1

vertighares Kapitl s

Optimal nvestment Mischung von Reyleioht undl Exp und Pareto.Vertsilung VW Frinzin

0 i i i i H i
0 05 1 16 2 28 3 a5

vertiighares Kapitl s

KIT

Karlsruher Institut fur Technologie

StrategieMizchung von Raylsight und Exp und Parsto-vertsilngEW Prinzin

0 H i i H H H
0 05 1 15 2 25 5 EH]

vertiighares Kapital s

Unerlsbensw ksitMischung von Rayleight und Exp und Parsto.Verteiung EW Prinzip

075 H i i i H i
0 05 1 16 2 25 3 3£

vertighares Kapital s
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Mischung
Exponential-, Pareto- und Raleighverteilung

2
Y e 2Z p>1,0>0

() =pia(1+y) "9 4 ppe + py

A=1c=144,p=8a=b=1,qg=10,=1,0=1,p1—0.4.P2 =p3

0 2 4 3 8 10

verfighares Kapial =

OptimalInvestmert;ischung von Rayleight und Exp und Fareto-Verteiung W Prinzip

0 i i i i H i

0 05 1 45 2 25 3
veriighares Kapital s

KIT

Karlsruher Institut fur Technologie

Expund P T 3

1.5 J. 25 3

verfighares Kaptel =

Uherlsbensw ket

it und Exp und Pareto-Vertelung WY Prinzip

1.5 2
verfiighares Kapital s
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Ausblick AT

Andere Pramienprinzipien (bsp. Varianzprinzip)
Betrachtung weiterer Schadenhdhenverteilungen
Konvergiert die optimale Prioritat?

Konvergiert das optimale Limit?

Wenn L (sp) = oo optimal ist = L (s) = o0, s > 59 optimal

[ ]
[
[ ]
a
[
m Optimales Investment ohne Nebenbedingungen
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